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Asymptotiques de nombres de Betti
d’hypersurfaces projectives re´elles
F. Bihan
Abstract. On s’inte´resse a` la valeur maximale des nombres de Betti
bi(RX
n
m) pour i,m, n fixe´s ou` RX
n
m est la partie re´elle d’une hypersur-
face re´elle Xnm non singulie`re de degre´ m dans l’espace projectif com-
plexe CPn, ainsi qu’a` la valeur maximale des nombres de Betti bi(RY
n
2k)
pour i, k, n fixe´s ou` RY n2k est la partie re´elle d’un reveˆtement double
re´el de CPn ramifie´ sur une hypersurface re´elle non singulie`re de degre´
2k. On montre l’existence de limites limm→+∞
Max bi(RX
n
m)
mn
= ζ i,n
et limk→+∞
Max bi(RY
n
2k)
kn
= δ i,n. On construit des hypersurfaces par
petites perturbations d’hypersurfaces doubles en utilisant la me´thode
de Viro. Cette construction permet d’obtenir des bornes infe´rieures
re´cursives pour les ζ 0,n et δ 0,n, ainsi que les ine´galite´s ζ 0,3 ≥
δ 0,2
6
+ 1
12
et ζ 1,3 ≥
δ 1,2
6
+ 1
6
concernant les surfaces alge´briques dans CP 3. On
montre alors que, pour tout n ≥ 5, il existe des hypersurfaces re´elles
Xnm ⊂ CP
n qui ne sont pas des T -hypersurfaces, et l’on obtient les
ine´galite´s 35
96
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
et 35
48
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
Introduction
Une hypersurface alge´brique re´elle de degre´ m dans l’espace projectif
complexe CPn de dimension n est le lieu des ze´ros dans CPn d’un polynoˆme
f¯ homoge`ne de degre´ m en n+ 1 variables et a` coefficient re´el (ici et par la
suite f¯ de´signera l’homoge´inise´ d’un polynoˆme affine f). Sa partie re´elle est
alors le lieu des ze´ros dans RPn du polynoˆme f¯ . En ge´ne´ral, on notera Xnm
une hypersurface alge´brique re´elle non singulie`re de degre´ m dans l’espace
projectif complexe CPn. Les re´sultats pre´sente´s ici s’inscrivent dans le cadre
du proble`me de la classification des types topologiques possibles de RXnm
pour m et n fixe´s (16eme proble`me d’Hilbert).
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On appelle hypersurface double´e toute hypersurface projective re´elle X
de degre´ 2k dans CPn obtenue comme petite de´formation d’une hypersurface
double:
X = {f¯k(Z)2 − ǫ · f¯2k(Z) = 0} ⊂ CPn,
ou` ǫ > 0 est suffisamment petit, et f¯k (resp. f¯2k) est un polynoˆme re´el
homoge`ne de degre´ k (resp. 2k) en n + 1 variables Z0, · · · , Zn. Dans ce
papier, les hypersurfaces RXnk et RX
n
2k de´finies respectivement par f¯k et f¯2k
seront non singulie`res et s’intersecteront transversalement. Dans ce cas RX
est non singulie`re et s’obtient en “doublant” RXnk,+ = RX
n
k ∩{f¯2k ≥ 0}. On
peut le voir directement ou bien remarquer que RX s’obtient par une petite
de´formation re´elle a` partir de la sous varie´te´ lisse RY = {U2 − f¯2k(Z) =
0, f¯k(Z) = 0} de l’espace projectif tordu RPn+1(1, k) (les Zi ont poids 1 et
U le poids k) en conside´rant la famille {U2 − f¯2k(Z) = 0, f¯k(Z) = t · U}
parame´tre´e par 0 ≤ t ≤ √ǫ (en particulier RX est home´omorphe a` RY ).
Les hypersurfaces double´es ont de´ja e´te´ utilise´es en topologie des varie´te´s
alge´briques re´elles. A` titre d’exemple, tous les types topologiques pos-
sibles de quartiques RX34 dans RP
3 peuvent, a` une exception pre`s, eˆtre
re´alise´s comme parties re´elles de quadriques double´es [V1]. Les re´sultats
et constructions pre´sente´s ici peuvent eˆtre vus comme des ge´ne´ralisations
de ceux de [B1] qui concernaient les surfaces alge´briques re´elles dans CP 3
(voir la remarque 3.1). On construit ici des hypersurfaces double´es de tout
degre´ et toute dimension en utilisant la me´thode bien connue due a` O.
Viro [V2, V3, V4, R] de construction de varie´te´s alge´briques re´elles avec
topologie prescrite. Les polynoˆmes affines fk et f2k de´finissant l’hypersurface
double´e X sont des polynoˆmes de Viro associe´es a` des fonctions convexes
globalement affines, et l’extension de la me´thode de Viro au cas des inter-
sections comple`tes obtenue dans [B2] permet alors de de´terminer la topolo-
gie du triplet (RPn,RXnk ,RX
n
2k). On obtient que l’hypersurface double´e
RX est home´omorphe au re´sultat d’un “de´coupage-collage” sur l’union des
varie´te´s produits RX lk × RY n−l2k , l = 1, · · · , n, ou` X lk est l’intersection de
Xnk avec un l-sous-espace de coordonne´es de CP
n et Y n−l2k est le reveˆtement
double re´el d’un (n − l)-sous-espace de coordonne´es ramifie´ sur son inter-
section avec Xn2k. De tels reveˆtements doubles Y
n−l
2k sont appele´s plans
double´s et occupent une place importante dans l’e´tude des varie´te´s re´elles,
notamment (pour n − l = 2) des courbes re´elles planes. Notons qu’un plan
double´ re´el Y n2k se plonge dans l’espace projectif tordu CP
n+1(1, k) (muni
de la conjugaison complexe usuelle) comme Y n2k = {U2 ± f¯2k(Z) = 0} si
Xn2k = {f¯2k(Z) = 0} est le lieu de ramification (on dira que {U2−f¯2k(Z) = 0}
est le plan double´ re´el associe´ au polynoˆme f2k). Il est en ge´ne´ral assez dif-
ficile (pour n ≥ 3) d’expliciter compleˆtement la topologie de RX du fait des
collages. Ne´anmoins, on peut se concentrer sur la “partie asymptotique”
du type topologique de RX lorsque k → +∞, auquel cas les collages devi-
ennent ne´gligeables et les hypersurfaces X lk et X
n−l
2k peuvent eˆtre choisies
arbitrairement (Proposition 3.4). On peut alors obtenir des estimations sur
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les comportements asymptotiques pourm (resp. k)→ +∞ des valeurs max-
imales des nombres de betti bi(RX
n
m) (resp. bi(RY
n
2k)) lorsque i et n sont
fixe´s (les groupes d’homologie sont pris a` coefficients dans Z/2). On mon-
tre (Proposition 3.1) que les suites Max bi(RX
n
m) et Max bi(RY
n
2k) indexe´es
par m et k, sont asymptotiquement e´quivalentes a` ζ i,n ·mn et a` δ i,n · kn,
respectivement, pour certains re´els ζ i,n et δ i,n. En d’autres termes, pour i
et n fixe´s, on montre l’existence des limites
lim
m→+∞
Max bi(RX
n
m)
mn
= ζ i,n, lim
k→+∞
Max bi(RY
n
2k)
kn
= δ i,n.
Notre construction d’hypersurfaces double´es permet alors de montrer les
ine´galite´s (the´ore`mes 3.1 et et 3.2)
ζ 0,n ≥
1
2n − 2
n−1∑
l=1
ζ 0,l · δ 0,n−l, δ 0,n ≥
n−1∑
l=1
ζ 0,l · δ 0,n−l + ζ 0,n.
On obtient ainsi des bornes infe´rieures re´cursives pour les ζ 0,n et δ 0,n,
desquelles est extraite une borne explicite (Proposition 3.5)
ζ 0,n ≥
1
2n−1
.
Des bornes supe´rieures (Proposition 3.2) sont e´galement obtenues de
manie`re classique en utilisant l’ine´galite´ de Smith-Thom
b∗(RX) ≤ b∗(X),
valable pour toute varie´te´ alge´brique re´elle X et ou` b∗ de´signe la somme to-
tale des nombres de Betti, ainsi que les ine´galite´s de Comessatti-Petrowsky-
Oleinik ge´ne´ralise´es
|χ(RX)− 1| ≤ hn2 ,n2 (X)− 1,
valables (en particulier) pour toute varie´te´ alge´brique projective re´elle non
singulie`re de dimension paire n et ou` χ de´signe la caracte´ristique d’Euler et
h
n
2
,n
2 le nombre de Hodge de type (n2 ,
n
2 ). On renvoie a` [De-Kha] pour un
survey re´cent sur la topologie des varie´te´s alge´briques re´elles.
Le tableau 1. (sous-section 3.2) recense les estimations obtenues pour
les ζ 0,n et δ 0,n tels que n ≤ 7.
On s’inte´resse ensuite au cas des surfaces alge´briques re´elles dans CP 3.
On montre les ine´galite´s (The´ore`me 3.3)
δ 0,2
6
+
1
12
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
,
δ 1,2
6
+
1
6
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
Comme corollaire de ces ine´galite´s et des ine´galite´s δ 0,2 ≥ 2716 et δ 1,2 ≥ 278
re´alise´es par de re´cents contre-exemples a` la conjecture de Ragsdale obtenus
par Itenberg [I3], on ame´liore (The´ore`me 3.1) le re´sultat principal de [B1]
(voir la remarque 3.1)
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35
96
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
,
35
48
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
On s’inte´resse ensuite (voir la sous-section 3.3) aux T -varie´te´s alge´briques
re´elles qui sont par de´finition des varie´te´te´s alge´briques re´elles construites
par la version combinatoire de la me´thode de Viro appele´e patchwork com-
binatoire ou T-construction (voir la sous-section 3.3). Le patchwork com-
binatoire est un outil de construction tre`s puissant. Il a par exemple servi
a` Itenberg pour obtenir des contre-exemples a` une vieille conjecture at-
tribue´e a` Ragsdale (voir [I1, I3]), ainsi qu’a` Viro et Itenberg [I-V] pour
montrer l’exactitude de l’ine´galite´ de Smith-Thom pour les hypersurfaces
alge´briques Xnm ⊂ CPn de tout degre´ et toute dimension. La question est
alors d’estimer la “richesse” des T -varie´te´s. On montre (Proposition 3.6)
l’existence de nombres re´els Thi,n et Tdi,n de´finis comme pour hi,n et di,n
mais en se restreignant aux T -varie´te´s de la famille correspondante. Des
bornes supe´rieures pour certains de ces nombres ont re´cemment e´te´ obtenues
par Itenberg et Shustin [I-S]. Notre construction permet alors de montrer
(The´ore`me 3.4) l’existence d’hypersurfaces Xnm ⊂ CPn qui ne sont pas des
T -hypersurfaces pour tout n ≥ 5 et tout degre´ m suffisamment grand.
Le papier est divise´ en trois sections. La premie`re section est consacre´e
a` des rappels sur la me´thode de viro. Dans la deuxie`me section on pre´sente
notre construction d’hypersurfaces double´es. La dernie`re section est con-
sacre´e aux applications de cette construction concernant des valeurs maxi-
males asymptotiques de nombres de Betti.
1. Me´thode de Viro
On commence par rappeler la notion de carte d’un polynoˆme.
1.1. Cartes d’un polynoˆme. A` partir de maintenant, un point entier
de Rn est un point a` coordonne´es entie`res et un polytope est un polytope
convexe a` sommets entiers dans Rn. Soit T nm le polytope de Newton d’un
polynoˆme affine ge´ne´rique de degre´ m en n variables:
T nm = conv {(y1, · · · , yn) ∈ Rn, y1, · · · , yn ≥ 0, y1 + · · ·+ yn ≤ m}.
On note e0 = (0, · · · , 0) et ei le sommet de T nm dont la coordonne´e yi est
e´gale a` m. Soient Z = (Z0 : · · · : Zn) des coordonne´es homoge`nes sur
CPn. On fait correspondre a` chacune des faces Γ de T nm (comprenant T
n
m lui
meˆme) un sous-espace projectif de CPn comme suit: si Γ = conv{ei, i ∈ I}
avec I ⊂ {0, · · · , n}, alors X(Γ) est le sous-espace projectif CP |I|−1 de
coordonne´es homoge`nes Zi, i ∈ I, i.e. le sous-espace d’e´quations Zj =
0, j ∈ {0, · · · , n} \ I.
On conside`re la carte affine {Z0 6= 0} munie des coordonne´es affines
z = (z1, · · · , zn) avec zi = Zi/Z0, i = 1, · · · , n. Si f(z) est un polynoˆme
de polytope de newton T nm et Γ est une face de T
n
m, alors l’intersection de
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l’hypersurface {f¯ = 0} ⊂ CPn (de´finie par l’homoge´inise´ de f) et du sous-
espace X(Γ) coincide avec l’hypersurface {f¯Γ = 0} ⊂ X(Γ), ou` fΓ est le
tronque´ de f sur Γ: fΓ(z) =
∑
w∈Γ awz
w si f(z) =
∑
awz
w.
Ce que l’on vient de de´crire est un cas particulier d’une correspondance
P → X(P ) (surjective mais non injective) de l’ensemble des polytopes sur
celui des varie´te´s toriques projectives (normales ou non) ayant les proprie´te´s
suivantes. Pour toute face Γ d’un polytope P la varie´te´ X(Γ) se plonge
comme une sous varie´te´ torique de X(P ) de telle sorte que pour deux faces
Γ et Γ′ de P l’on ait X(Γ)∩X(Γ′) = X(Γ∩Γ′). Tout polynoˆme f de polytope
de Newton P de´finit une hypersurface deX(P ), cette hypersurface intersecte
X(Γ) le long de l’hypersurface de´finie par fΓ pour toute face Γ de P .
Soit P un polytope situe´ dans l’orthant positif (R+)
n. L’application
moment associe´e a` un ensemble de points entiers P d’enveloppe convexe P
est l’application φ : (C∗)n → P de´finie par
φ(z) =
∑s
i=0 |zwi |wi∑s
i=0 |zwi |
.
On identifie a` (Z/2)n le groupe des syme´tries de Rn par rapport aux
hyperplans de coordonne´es {yi = 0} ainsi que le groupe des syme´tries de
R
n par rapport aux hyperplans de coordonne´es {zi = 0} via les isomor-
phismes g = (ǫ1, · · · , ǫn) 7→
(
(y1, · · · , yn) 7→ ((−1)ǫ1y1, · · · , (−1)ǫnyn)
)
et
g = (ǫ1, · · · , ǫn) 7→
(
(z1, · · · , zn) 7→ ((−1)ǫ1z1, · · · , (−1)ǫnzn)
)
. Le groupe
de syme´tries identifie´ a` (Z/2)n sera clair suivant le contexte.
On note R(g) l’orthant obtenu en prenant l’image de (R∗+)
n par g ∈
(Z/2)n. On conside`re la restriction de φ a` (R∗+)
n et on e´tend l’application
obtenue en une application (que l’on appellera a` nouveau application mo-
ment) φ˜ : (R∗)n → P ∗ ou` P ∗ = ∪g∈(Z/2)ng(P ) par la re`gle φ˜(g(z)) = g(φ(z))
si z ∈ (R∗+)n. Si P est d’inte´rieur non vide i.e. dim(P ) = n, alors φ˜ est
un diffe´omorphisme de R(g) sur l’inte´rieur de g(P ) pour tout g ∈ (Z/2)n.
Soit CP la varie´te´ topologique re´sultant des identifications suivantes sur P
∗:
pour toute face Γ de P ∗ et tout vecteur α ∈ Zn orthogonal a` Γ, la face Γ est
identifie´e a` la copie syme´trique g(Γ) ou` g est la re´duction de α dans (Z/2)n.
Pour toute face Γ de P , l’image de ∪g∈(Z/2)ng(Γ) dans CP coincide avec CΓ
et, si dim(P ) = n, l’application φ˜ peut eˆtre e´tendue en un home´omorphisme
RX(P ) → CP envoyant RX(Γ) sur CΓ pour toute face Γ de P . Un tel
home´omorphisme sera dit stratifie´ par la suite.
A titre d’exemple, si P = T nm alors CP s’obtient en identifiant les points
antipodaux situe´s sur le bord du polytope
conv {(±m, 0, · · · , 0), (0,±m, 0, · · · , 0), · · · , (0, · · · , 0,±m)}.
Soit f un polynoˆme de polytope de Newton P . On appelle carte de f
chacun des ensembles
CgP (f) := φ˜({z ∈ R(g), f(z) = 0}) ⊂ g(P ), g ∈ (Z/2)n,
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ainsi que l’adhe´rence CP (f) de φ˜({z ∈ (R∗)n, f(z) = 0}) dans CP (ces cartes
de´pendent de l’ensemble P choisi, dans ce papier on prendra toujours P =
P ∩Zn). Notons que l’on a CgP (f) = g(CidP (f ◦ g)). La carte CP (f) s’obtient
par recollement des cartes CgP (f) dans CP et ve´rifie la proprie´te´ CP (f)∩CΓ =
CΓ(f
Γ) pour toute face Γ de P . Si dim(P ) = n, l’application φ˜ donne, pour
tout g ∈ (Z/2)n, un home´omorphisme de paire (R(g), {f = 0} ∩ R(g)) ≃
(int(g(P )), CgP (f)) et s’e´tend en un home´omorphisme (RX(P ), {f¯ = 0}) ≃
(CP , CP (f)). Le polynoˆme f est dit non de´ge´ne´re´ si pour toute face Γ de
P (comprenant P lui meˆme) le tronque´ de f sur Γ de´finit une hypersurface
non singulie`re de (R∗)n. Si f est non de´ge´ne´re´ et X(P ) est non singulie`re
alors l’hypersurface de RX(P ) de´finie par f est non singulie`re.
1.2. Transformations affines entie`res unimodulaires. On rappelle
des re´sultats bien connus qui nous seront utiles a` plusieurs reprises. Notons
AFFn(Z) le groupe des transformations affines unimodulaires de R
n a` coef-
ficients entiers. Soit ∆ ∈ AFFn(Z). La transformation ∆ est la compose´e
d’une translation par un point b ∈ Zn et d’une transformation L ∈ GLn(Z),
que l’on appellera partie line´aire de ∆. Le changement de coordonne´es mul-
tiplicatif du tore complexe correspondant a` ∆ (en fait a` L) est l’application
∆∗ : (C
∗)n → (C∗)n, z = (z1, · · · , zn) 7→ z˜ = (z˜1, · · · , z˜n)
de´finie par
z˜j =
n∏
i=1
z
(L−1)ij
i , j = 1, · · · , n.
Soit P un polytope dans Rn. On a alors X(∆(P )) = X(P ). L’image
par ∆ d’un polynoˆme f ∈ R[z1, · · · , zn] de´fini par f(z) =
∑
awz
w est le
polynoˆme f˜ ∈ R[z˜1, · · · , z˜n] de´fini par f˜(z˜) = z˜b ·
∑
awz˜
L(w). Si P est
le polytope de Newton de f , alors le polytope de Newton de f˜ est ∆(P ).
A` partir de l’e´galite´ zw = z˜L(w) valable pour tout w ∈ Zn, on obtient
facilement que f et f˜ de´finissent la meˆme hypersurface dans (C∗)n, et donc
dans X(∆(P )) = X(P ). En particulier, f est non de´ge´ne´re´ si et seulement
si f˜ l’est. De plus, si φ : (C∗)n → P est l’application moment relative au
syste`me de coordonne´es (z1, · · · , zn) et φ˜ : (C∗)n → ∆(P ) est l’application
moment relative au syste`me de coordonne´es (z˜1, · · · , z˜n), alors on a (∆ ◦
φ)(z) = φ˜(z˜). En utilisant cette e´galite´, on peut toujours se ramener au cas
ou` le polytope est non vide (de dimension maximale).
1.3. Me´thode de Viro pour les hypersurfaces. On conside`re une
hypersurface re´elle de degre´ m dans CPn de´finie, pour t > 0 suffisamment
petit, par un polynoˆme affine
ft(z) =
∑
w∈T
awt
ν(w)zw
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de polytope de Newton T nm, ou` les aw sont des coefficients re´els et ν est une
application a` valeurs entie`res de´finie sur T ⊂ (Z)n. Un tel polynoˆme est
appele´ polynoˆme de Viro.
On associe a` ν une subdivision polye´drale τ de T en projettant par
π : Rn × R → R la re´union G des faces de la partie infe´rieure du bord du
polytope
Tˆ = conv {(w, ν(w)), w ∈ T }
(G est l’union des faces compactes du polye`dre (0, · · · , 0)×R++Tˆ ). Une sub-
division polye´drale obtenue de cette manie`re est dite convexe (ou cohe´rente).
Soit f le polynoˆme obtenu en posant t = 1 dans ft. On fait l’hypothe`se suiv-
ante.
Hypothe`se. Pour tout F ∈ τ le polynoˆme fF est non de´ge´ne´re´.
Les cartes CgF (f
F ), F ∈ τ et g ∈ (Z/2)n, se recollent entre elles dans CT .
Soit S le re´sultat d’un tel collage. Notons X l’hypersurface re´elle {f¯t(x) = 0}
de degre´ m dans CPn.
Rappelons qu’un home´omorphisme RX(P ) → CP est dit stratifie´ si il
envoie RX(Γ) sur CΓ pour toute face Γ de P . On peut maintenant e´noncer
le the´ore`me de Viro [V2, V3, V4] (voir aussi [R, B2]).
The´ore`me 1.1 (Viro). Pour t > 0 suffisamment petit le polynoˆme ft
est non de´ge´ne´re´ (en particulier RX est non singulie`re) et il existe un
home´omorphisme stratifie´ RPn → CT envoyant RX sur S.
1.4. Me´thode de Viro pour les hypersurfaces double´es. On con-
side`re une hypersurface double´e re´elle X = {f¯2k − ǫ · f¯2k = 0} (0 < ǫ ≪ 1)
de degre´ 2k dans CPn ou` fk et f2k sont, pour t > 0 suffisamment petit, des
polynoˆmes de Viro fk = f1,t et f2k = f2,t
fi,t(z) =
∑
w∈Ti
ai,wt
νi(w)zw, i = 1, 2,
de polytopes de Newton T1 = T
n
k et T2 = T
n
2k, respectivement.
On note τi la subdivision polye´drale de Ti associe´e a` νi. Soit T = T
n
3k la
somme de Minkowsky T1+T2. On associe a` la paire (ν1, ν2) une subdivision
polye´drale τ de T en projettant par π : Rn×R→ Rn la re´union G des faces
infe´rieures du polytope
Tˆ = conv {(w1 +w2, ν1(w1) + ν2(w2)), wi ∈ Ti}.
Notons Gi la re´union des faces de la partie infe´rieure du polytope Tˆi corre-
spondant a` νi (τi s’obtient donc en projettant Gi). Alors chacune des facettes
(faces de dimension maximale) de G s’e´crit de manie`re unique comme la
somme de Minkowsky d’une face de G1 et d’une face de G2. En projet-
tant, on obtient alors une repre´sentation, induite par (ν1, ν2), de chaque
polytope F ∈ τ comme F = F1 + F2, Fi ∈ τi. Par la suite, lorsque l’on
e´crira F = F1 + F2 avec F ∈ τ et Fi ∈ τi, on se re´ferrera toujours a` la
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repre´sentation induite par (ν1, ν2). Pour i = 1, 2, on note fi le polynoˆme
obtenu en posant t = 1 dans fi,t. On fait les hypothe`ses suivantes.
Hypothe`ses.
(1) Pour tout Fi ∈ τi, le polynoˆme fFii est non de´ge´ne´re´.
(2) La paire (ν1, ν2) est suffisamment ge´ne´rique au sens ou` si F =
F1 + F2 avec F ∈ τ et Fi ∈ τi, alors dim(F ) = dim(F1) + dim(F2).
Sous la deuxie`me hypothe`se, la subdivision τ est dite mixte.
Pour chaque polytope F ∈ τ et chaque g ∈ (Z/2)n, si F = F1 + F2 avec
Fi ∈ τi, on conside`re les sous-ensembles de g(F ) = g(F1) + g(F2)
CgF1(f
F1
1 ) + g(F2), g(F1) + C
g
F2
(fF22 ).
Les ensembles CgF1(f
F1
1 ) + g(F2), F ∈ τ et g ∈ (Z/2)n, se recollent entre
eux dans CT . Soit S
1 le re´sultat d’un tel collage. De meˆme, les ensembles
g(F1) + C
g
F2
(fF22 ), F ∈ τ et g ∈ (Z/2)n, se recollent entre eux dans CT .
Soit S2 le re´sultat d’un tel collage. Notons Xk et X2k respectivement les
hypersurfaces {f¯1,t = 0} et {f¯2,t = 0} de CPn.
Le re´sultat suivant est un corollaire imme´diat de ([B2], The´ore`me 2.1.)
Proposition 1.1. Pour t > 0 suffisamment petit, les hypersurfaces RXk
et RX2k sont non singulie`res, s’intersectent transversalement, et il existe un
home´omorphisme stratifie´ RPn → CT envoyant RXk sur S1 et RX2k sur
S2.
Notons que la proposition pre´ce´dente implique que, pour t > 0 et ǫ > 0
suffisamment petits, l’hypersurface double´e RX = {f¯21,t−ǫ · f¯2,t = 0} ⊂ RPn
est non singulie`re. On de´finit deux sous-espaces S2+ et S
2
− de CT par les
conditions
CT = S
2
+ ∪ S2−, S2 = S2+ ∩ S2−
et, si 0 de´signe l’image dans CT du sommet (0, · · · , 0) de T ,
0 ∈ S2± ⇐⇒ ±f2,t(0, · · · , 0) ≥ 0.
Un home´omorphisme stratifie´ RPn → CT envoie (1 : 0 : · : 0), qui est
la varie´te´ torique associe´e au sommet (0, · · · , 0) de T , sur 0. Par suite, un
tel home´omorphisme envoie {±f¯2,t(Z) ≥ 0} sur S2±. Rappelons que RX
s’obtient en doublant RXk,+ := {Z ∈ RXk, f¯2,t(Z) ≥ 0}. La proposition
1.1 implique donc le re´sultat suivant.
Corollaire 1.1. Pour t, ǫ > 0 suffisamment petits, l’hypersurface double´e
RX est non singulie`re et RXk,+ est home´omorphe a` S
2
+ ∩ S1.
Soit CgF2,+(f
F2
2 ) ⊂ g(F2) l’image de {z ∈ R(g), fF22 (z) ≥ 0} par une
application moment φ˜ envoyant {z ∈ R(g), fF22 (z) = 0} sur CgF2(f
F2
2 ). Alors
S2+ s’obtient par recollement des
g(F1) + C
g
F2,+
(fF22 ) ⊂ g(F )
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et donc S2+ ∩ S1 s’obtient par recollement des
CgF1(f
F1
1 ) + C
g
F2,+
(fF22 ) ⊂ g(F ).
2. Construction
On reprend la construction de´crite dans la sous-section 1.4 d’une hyper-
surface double´e.
Soit X = {f¯ 2k − ǫ · f¯2k = 0} (0 < ǫ ≪ 1) une hypersurface double´e de
degre´ 2k dans CPn ou` fk et f2k sont donne´s, pour t > 0 suffisamment petit,
par des polynoˆmes de Viro fk = f1,t et f2k = f2,t
fi,t(z) =
∑
w∈Ti
ai,wt
νi(w)zw, i = 1, 2
et supposons a` partir de maintenant que, pour i = 1 et i = 2,
l’application νi est la restriction d’une application affine sur R
n.
Chacune des triangulations τi associe´e a` νi est alors triviale au sens ou`
elle consiste en la re´union des faces de Ti (en particulier, la triangulation τi
contient Ti comme seul n-simplexe et les sommets de τi sont les sommets de
Ti). Pour i = 1, · · · , n, on note ui (resp. vi) le sommet de T1 (resp. T2) dont
la i-e`me coordonne´e est e´gale a` k (resp. 2k) puis u0 = v0 = (0, · · · , 0). Soit
τ la subdivision convexe de T = T1+T2 associe´e a` la paire (ν1, ν2). Chacun
des polytopes de τ est la forme F1+F2 ou` Fi est une face de Ti. Rappelons
que τ est mixte si et seulement si chacune de ces sommes F1 + F2 est une
somme directe.
Lemme 2.1. La subdivision τ est une subdivision mixte si et seulement
s’il existe une permutation σ de {0, · · · , n} pour laquelle τ soit consitue´e des
n-polytopes
Fl = conv{uσ(0), · · · , uσ(l)}+ conv{vσ(l), · · · , vσ(n)}, l = 0, · · · , n
(et de leurs faces).
Preuve. Le “Cayley trick” combinatoire (voir [S2, H-R-S]) e´tablit
une bijection entre les subdivisions mixtes convexes de T1 + T2 a` sommets
dans {ui+vj | i, j = 0, · · · , n} et les triangulations convexes a` sommets dans
{ui × {0} | i = 0, · · · , n} ∪ {vj × {1} | i = 0, · · · , n} du prisme obtenu en
prenant le join
(
T1 × {0}
)
⋆
(
T2 × {1}
) ⊂ Rn+1. Cette bijection envoie un
simplexe
(
σ1 × {0}
)
⋆
(
σ2 × {2}
)
de la triangulation du prisme (σi est une
face de Ti) sur le polytope σ1 + σ2. De manie`re e´vidente, l’ensemble des
triangulations convexes du type pre´ce´dent est en bijection avec celui des
triangulations convexes a` sommets entiers du prisme T n1 × T 11 . Le re´sultat
de´coule alors de la description connue des triangulations convexes a` sommets
entiers de T n1 × T 11 (voir, par exemple, [G-K-Z], section 7.3.C).
Pour i = 1, · · · , n, posons ai = ν1(ui) et bi = ν2(vi) de telle sorte
que ν1 et ν2 soient les restrictions des applications affines (y1, · · · , yn) 7→
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1
k
∑n
i=0(ai − a0)yi + a0 et (y1, · · · , yn) = 12k
∑n
i=0(bi − b0)yi + b0, respec-
tivement.
Proposition 2.1. La subdivision τ est une subdivision mixte si et seule-
ment si 2ai − bi 6= 2aj − bj pour tout i 6= j, auquel cas, τ est constitue´e des
n-polytopes
Fl = conv{uσ(0), · · · , uσ(l)}+ conv{vσ(l), · · · , vσ(n)}, l = 0, · · · , n
ou` σ est l’unique permutation de {0, · · · , n} telle que
2aσ(0) − bσ(0) < 2aσ(1) − bσ(1) < · · · < 2aσ(n) − bσ(n).
Preuve. Supposons que τ soit une subdivision mixte associe´e a` une
permutation σ et montrons que l’on a 2aσ(0) − bσ(0) < 2aσ(1) − bσ(1) < · · · <
2aσ(n) − bσ(n). Quitte a` utiliser la transformation de AFFn(Z) envoyant
uσ(i) + vσ(i) sur ui + vi pour i = 0, · · · , n (une telle transformation envoie
uσ(i) et vσ(i) sur ui et vi, respectivement), on peut se ramener au cas ou`
σ est l’identite´ i.e. τ est la subdivision mixte dont les n-polytopes sont les
Fl = conv{u0, · · · , ul} + conv{vl, · · · , vn}, l = 0, · · · , n. Soit ν : T → R
la fonction (convexe, affine par morceaux) dont le graphe est G. Pour tout
l = 0, · · · , n, il existe une fonction affine αl : Rn → R telle que ν(y) >
αl(y) ∀ y ∈ T \ Fl et ν(y) = αl(y) ∀ y ∈ Fl. Sachant que ui + vj 6= ui′ +
vj′ ∀ (i, j) 6= (i′, j′), on obtient que ν(ui+vj) = ν1(ui)+ν2(vj) = ai+bj pour
tout (i, j) ∈ {0, · · · , n}2. On connait alors les valeurs de αl aux sommets
de Fl. Ces valeurs de´terminent αl puisque αl est affine et que Fl est de
dimension n. On obtient que αl est l’application envoyant (y1, · · · , yn) sur
1
k
l∑
i=1
(ai − a0)yi + 1
2k
n∑
i=l+1
[bi − bl + 2(al − a0)]yi + 3a0 + bl − 2al.
On montre ensuite facilement que les ine´galite´s ai + bj = ν(ui + vj) >
αl(ui+vj) valables pour tout l = 0, · · · , n et tout ui+vj ∈ T \Fl impliquent
que 2a0 − b0 < 2a1 − b1 < · · · < 2an − bn.
Re´ciproquement, supposons que τ ne soit pas une subdivision mixte. Il
existe alors une face F1 de T1 et une face F2 de T2 telles que F = F1+F2 ∈ τ
et dim(F ) < dim(F1) + dim(F2). Pour de telles faces F1 et F2, il existe
i, j ∈ {0, · · · , n}, i 6= j, tels que, d’une part, ui et uj sont des sommets
de F1, d’autre part, vi et vj sont des sommets de F2. Les points uj + vi,
ui + vi et uj + vj appartiennent alors a` F et ve´rifient l’e´galite´ uj + vi =
2/3(ui+vi)+1/3(uj+vj). L’application ν e´tant affine sur F , on en de´duit que
ν(uj+vi) = 2/3ν(ui+vi)+1/3ν(uj+vj) i.e. aj+bi = 2/3(ai+bi)+1/3(aj+bj)
et donc 2ai − bi = 2aj − bj .
Pour se fixer les ide´es, on va maintenant supposer que la subdivision τ
est la subdivision mixte dont les n-polytopes sont les polytopes
Fl = F
l
1 + F
n−l
2 , l = 0, · · · , n
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ou` l’on pose
F l1 = conv{u0, · · · , ul}, Fn−l2 = conv{vl, · · · , vn}.
Pour cela il suffit de choisir des valeurs pour les ai et bi telles que 2a0 −
b0 < 2a1 − b1 < · · · < 2an − bn.
Exemple 2.1. Si bi = 0 et ai = ki pour i = 0, · · · , n de telle sorte que
ν2 soit l’application nulle et ν1 la restriction de l’application (y1, · · · , yn) 7→
y1 + 2y2 + · · ·+ nyn, alors la subdivision τ associe´e est la subdivision mixte
dont les n-polytopes sont les polytopes
Fl = F
l
1 + F
n−l
2 , l = 0, · · · , n.
On note comme dans la section pre´ce´dente fi (i = 1, 2) le polynoˆme
obtenu en posant t = 1 dans fi,t, puis on pose f
l
1 = f
F l1
1 et f
n−l
2 = f
Fn−l2
2
(notons que fnk = f1 et que f
n
2k = f2). On fait l’hypothe`se suivante.
Hypothe`se. f1 et f2 sont des polynoˆmes non de´ge´ne´re´s.
Par de´finition, chacun des f l1 et f
n−l
2 est alors non de´ge´ne´re´. Les deux hy-
pothe`ses de la sous-section 1.4 sont donc maintenant satisfaites. Rappelons
que X(F l1) = {Zl+1 = · · · = Zn = 0} ⊂ CPn et que X(Fn−l2 ) = {Z0 = · · · =
Zl−1 = 0} ⊂ CPn. Les polynoˆmes f l1 et fn−l2 de´finissent des hypersurfaces
dans X(F l1) et X(F
n−l
2 ), que l’on note X
l
k et X
n−l
2k , respectivement. On a
alors
X lk = X
n
k ∩X(F l1) et Xn−l2k = Xn2k ∩X(Fn−l2 ).
Chacun des f li e´tant non de´ge´ne´re´s, chacune des hypersurfaces RX
l
k et
RXn−l2k est non singulie`re.
Soit l un nombre entier compris entre 1 et n − 1. On conside`re la tran-
formation affine ∆1 (resp. ∆2, ∆) permutant u0 et ul (resp. v0 et vl,
u0 + v0 et ul + vl) et laissant fixe chacun des autres sommets de T1 (resp.
T2, T ). Les transformations ∆1, ∆2 et ∆ appartiennent a` AFFn(Z) et ont
pour meˆme partie line´aire la matrice L ∈ GLn(Z) de´finie par Lij = −1
si i = l et Lij = δij sinon. Jusqu’alors le syste`me de coordonne´es utilise´
pour le tore alge´brique complexe (C∗)n = CPn \ ∪ni=0{Zi = 0} e´tait le
syste`me de coordonne´es z = (z1, · · · , zn), zi = Zi/Z0, de la carte affine
{Z0 6= 0}. Les tranformations affines ∆1, ∆2 et ∆ correspondent au meˆme
changement de coordonne´es multiplicatif z 7→ z˜ de´fini par z˜ = (z˜1, · · · , z˜n)
avec z˜l = Z0/Zl et z˜i = Zi/Zl si i 6= l. Soient f˜ l1 et f˜n−l2 les images
dans R[z˜] de f l1 et f
n−l
2 par ∆1 et ∆2, respectivement. Le polytope de
Newton de f˜ l1 est le polytope ∆1(F
l
1) et celui de f˜
n−l
2 est ∆2(F
n−l
2 ). On
de´compose l’espace Rn contenant ces polytopes comme le produit Rl×Rn−l
en identifiant Rl a` {(y1, · · · , yn) ∈ Rn | yl+1 = · · · = yn = 0} et Rn−l a`
{(y1, · · · , yn) ∈ Rn | y1 = · · · = yl = 0}. Le polynoˆme f˜ l1 est alors vu comme
un polynoˆme appartenant a` R[z˜1, · · · , z˜l] et ayant pour polytope de New-
ton ∆1(F
l
1) ⊂ Rl. De meˆme, le polynoˆme f˜n−l2 est alors vu comme un
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polynoˆme appartenant a` R[ ˜zl+1, · · · , z˜n] et ayant pour polytope de Newton
∆2(F
n−l
2 ) ⊂ Rn−l. Les hypersurfaces X lk ⊂ X(F l1) et Xn−l2k ⊂ X(Fn−l2 )
sont de´finies par les homoge´inise´s de f˜ l1 et de f˜
n−l
2 (qui coincident avec les
homoge´inise´s de f l1 et de f
n−l
2 ), respectivement.
Notons π1 (resp. π2) la projection de (Z/2)
n = (Z/2)l × (Z/2)n−l sur
son facteur (Z/2)l (resp. (Z/2)n−l) et π : (Z/2)n → (Z/2)l × (Z/2)n−l
l’application g 7→ (π1(g), π2(g)). Pour tout g ∈ (Z/2)n, on a alors g(∆1(F l1)) =
g1(∆1(F
l
1)), g(∆2(F
n−l
2 )) = g2(∆2(F
n−l
2 )) si π(g) = (g1, g2).
De´signons par c.c (R∗)n la re´union des 2n composantes connexes (que
l’on appellera orthants) de (R∗)n = RPn \ ∪ni=0{Zi = 0}. Soient ψ0 et ψl
les parame´trisations (bijections) (Z/2)n → c.c (R∗)n de´finies par ψ0(g) =
{(z1, · · · , zn) ∈ Rn | (−1)ǫizi > 0, i = 1, · · · , n} et ψl(g) = {(z˜1, · · · , z˜n) ∈
R
n | (−1)ǫi z˜i > 0, i = 1, · · · , n}, si g = (ǫ1, · · · , ǫn) . On a ψ0(g) = R(g)
dans les notations pre´ce´dentes. On a de´ja de´fini l’orthant positif comme
e´tant (R∗+)
n = {(z1, · · · , zn) ∈ Rn | zi > 0, i = 1, · · · , n}. Notons que
l’on a (R∗+)
n = ψ0(id) = ψl(id), puis que ψ0(g) = g((R
∗
+)
n) (resp. ψl(g) =
g((R∗+)
n)) pour tout g ∈ (Z/2)n si l’on identifie a` (Z/2)n le groupe des
syme´tries de Rn par rapport aux hyperplans de coordonne´es {zi = 0} (resp,
{z˜i = 0}) comme dans la sous-section 1.1.
Soit c.c(R∗)l (resp. c.c(R∗)n−l) l’union des composantes connexes de
(R∗)l = RX(F l1)\∪li=0{Zi = 0} (resp. (R∗)n−l = RX(Fn−l2 )\∪ni=l{Zi = 0}).
Par restriction, on obtient des parame´trisations ψl,1 : (Z/2)
l → c.c(R∗)l, et
ψl,2 : (Z/2)
n−l → c.c(R∗)n−l telles que ψl(g) = ψl,1(g1)× ψl,2(g2) pour tout
g ∈ (Z/2)n avec π(g) = (g1, g2). Soit αl = ψ−1l ◦ ψ0 : (Z/2)n → (Z/2)n
l’application de changement de parame´trisation. On a alors R(g) = ψ0(g) =
ψl(αl(g)) pour tout g ∈ (Z/2)n.
Pour tout nombre entier l compris entre 0 et n, on note
Y n−l2k = {U2 − f¯n−l2 (Z) = 0} ⊂ CPn−l+1(1, k)
le plan double´ associe´ a` f¯n−l2 et
RPn−l+ = {f¯n−l2 ≥ 0} ⊂ RX(Fn−l2 ).
Rappelons que RY n−l2k est non singulier (f
n−l
2 est non de´ge´ne´re´), se projette
sur RPn−l+ et se ramifie sur RX
n−l
2k . On note, respectivement,
RX lk(⋆) , RX
n−l
2k (⋆) , RP
n−l
+ (⋆) et RY
n−l
2k (⋆)
les intersections RX lk ∩ (R∗)l, RXn−l2k ∩ (R∗)n−l, RPn−l+ ∩ (R∗)n−l et la partie
de RY n−l2k se projettant sur RP
n−l
+ (⋆).
De la meˆme manie`re, si 1 ≤ l ≤ n− 1 et si (g1, g2) ∈ (Z/2)l × (Z/2)n−l,
on note, respectivement,
RX lk(g1) , RX
n−l
2k (g2) , RP
n−l
+ (g2) et RY
n−l
2k (g2)
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les intersections RX lk ∩ ψl,1(g1), RXn−l2k ∩ ψl,2(g2), RPn−l+ ∩ ψl,2(g2) et la
partie de RY n−l2k se projettant sur RP
n−l
+ (g2).
Lemme 2.2. Soit g ∈ (Z/2)n.
Pour tout nombre entier l compris entre 1 et n − 1, si (g1, g2) = (π ◦
αl)(g), alors on a les home´omorphismes suivants:
Cg
F l1
(f l1) ≃ RX lk(g1) , CgFn−l2 (f
n−l
2 ) ≃ RX2k(g2)
Cg
Fn−l2 ,+
(fn−l2 ) ≃ RPn−l+ (g2)
Preuve. Soient φ : (C∗)n → F l1 l’application moment associe´e a` F l1 et
φl : (C
∗)l → ∆1(F l1) l’application moment associe´e a` ∆1(F l1), relativement
aux syste`mes de cooordonne´es (z1, · · · , zn) pour (C∗)n et (z˜1, · · · , z˜l) pour
(C∗)l. Sachant que zw = z˜−kl z˜
∆1(w), on en de´duit que pour tout (z1, · · · , zn)
on a (∆1 ◦ φ)(z1, · · · , zn) = φl(z˜1, · · · , z˜l), puis que
Cid
F l1
(f l1)
∆1≃ Cid
∆1(F l1)
(f˜ l1).
Soit g ∈ (Z/2)n et g1 = (π1 ◦ αl)(g). Sachant que z = (z1, · · · , zn) ∈ R(g) =
ψ0(g)⇒ (z˜1, · · · , z˜l) ∈ ψl,1(g1), on obtient que
Cid
F l1
(f l1 ◦ g)
∆1≃ Cid
∆1(F l1)
(f˜ l1 ◦ g1).
Maintenant, par de´finition on a
Cg
F l1
(f l1) = g
(
Cid
F l1
(f l1 ◦ g)
)
, Cg1
∆1(F l1)
(f˜ l1) = g1
(
Cid
∆1(F l1)
(f˜ l1 ◦ g1)
)
.
Par conse´quent g1 ◦∆1 ◦ g : g(F l1)→ (g1 ◦∆1)(F l1)) est un home´omorphisme
envoyant Cg
F l1
(f l1) sur C
g1
∆1(F l1)
(f˜ l1). Pour finir, le polytope ∆1(F
l
1) e´tant
de dimension l, la restriction de φl a` (R
∗
+)
l est un home´omorphisme sur
l’inte´rieur de ∆1(F
l
1), et donc g1 ◦ φl ◦ g1 : ψl,1(g1) → (g1 ◦∆1)(F l1) est un
home´omorphisme envoyant RX lk(g1) sur C
g1
∆1(F l1)
(f˜ l1). La de´monstration de
l’existence des deux autres home´omorphismes est tout a` fait similaire.
La remarque qui suit nous sera utile dans la de´monstration de la propo-
sition plus bas.
Remarque 2.1. Sachant que RX0k = RX
0
2k = ∅, pour tout g ∈ (Z/2)n
on a
Cg
F 01
(f01 ) = C
g
F 02
(f02 ) = ∅.
Rappelons que F 02 = (0, · · · , 2k) et que f02 = fF
0
2
2 = a2,(0,··· ,0,2k)z
2k
n . On
obtient que pour tout g ∈ (Z/2)n on a
• a2,(0,··· ,0,2k) > 0⇒
Cg
F 02 ,+
(f02 ) = CF 02 = {(0, · · · , 0, 2k)}, RP
0
+ = X(F
0
2 ) = {(0 : · · · : 0 : 1)},
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• a2,(0,··· ,0,2k) < 0⇒
Cg
F 02 ,+
(f02 ) = ∅ = RP 0+.
On peut maintenant e´noncer le re´sultat principal de cette section.
Proposition 2.2. Pour t, ǫ > 0 suffisamment petits l’hypersurface double´e
RX est non singulie`re et home´omorphe au collage de´termine´ par la subdivi-
sion τ des varie´te´s produit
RX lk(⋆)× RY n−l2k (⋆), l = 1, · · · , n.
Preuve. Soit Y = {U2 − f¯2,t(Z) = 0, f¯1,t(Z) = 0} ⊂ CPn+1(1, k),
t > 0 petit, l’hypersurface re´elle se de´formant sur X (RY est home´omorphe
a` RX). On note comme dans la sous-section 1.4 Xk et X2k les hypersurfaces
de´finies pour t > 0 petit par f1,t et f2,t, respectivement, et on pose RXk,+ :=
{Z ∈ RXk, f¯2,t(Z) ≥ 0}, RXk,+(g) := RXk,+ ∩ R(g).
Soit g ∈ (Z/2)n. On montre que la partie RY (g) de RY se projettant
sur RXk,+(g) est home´omorphe au collage des
RX lk(g1)× RY n−l2k (g2), l = 1, · · · , n − 1,
tels que (g1, g2) = (π ◦ αl)(g) et de(
RXnk ∩ R(g)
) × RY 02k.
D’apre`s le corollaire 1.1, l’espace RXk,+(g) est home´omorphe a` S
+
2 ∩S1∩R(g)
qui s’obtient par collage des
Cg
F l1
(f l1) + C
g
Fn−l2 ,+
(fn−l2 ) ⊂ g(F l1) + g(Fn−l2 ) = g(F l), l = 0, · · · , n.
En utilisant Le Lemme 2.2, la remarque 2.1 et le fait que CgFn1
(fn1 ) est
home´omorphe a`RXnk∩R(g), on obtient alors queRXk,+(g) est home´omorphe
au collage des
RX lk(g1)× RPn−l+ (g2), l = 1, · · · , n− 1
tels que (g1, g2) = (π ◦ αl)(g) et de(
RXnk ∩ R(g)
) × RP 0+.
Sachant que RY (g) est home´omorphe au double de RXk,+(g), on obtient
que RY (g) est home´omorphe au collage pour l = 1, · · · , n − 1 des doubles
des RX lk(g1) × RPn−l+ (g2) ve´rifiant (g1, g2) = (π ◦ αl)(g) et du double de(
RXnk ∩ R(g)
) × RP 0+. Il reste a` remarquer que le double de RX lk(g1) ×
RPn−l+ (g2) est home´omorphe a` RX
l
k(g1) × RY n−l2k (g2) et que le double de(
RXnk ∩R(g)
) × RP 0+ est home´omorphe a` (RXnk ∩ R(g)) × RY 02k.
Notons que RY 02k est soit vide, soit re´duit a` deux points distincts suivant
le signe du coefficient devant z2kn dans f2(z) (voir la remarque 2.1).
Rappelons que Xk (resp. X2k) de´signe l’hypersurface de CP
n de´finie par
f1,t (resp. f2.t) pour t > 0 suffisamment petit. La remarque qui suit, qui ne
sera pas utilise´e, implique que dans la proposition 2.2 on peut remplacer X lk
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par Xk ∩ X(F l1) et Y n−l2k par le plan double´ associe´ au tronque´ de f2,t sur
Fn−l2 .
Remarque 2.2. νi e´tant la restriction d’une application affine sur R
n,
on a, pour tout 0 < t ≤ 1 et tout l = 0, · · · , n, des home´omorphismes de
paires
(RX(F l1),RX
l
k) ≃ (RX(F l1),RX(F l1) ∩ RXk),
(RX(Fn−l2 ),RX
n−l
2k ) ≃ (RX(Fn−l2 ),RX(Fn−l2 ) ∩ RX2k).
Cette remarque est une conse´quence directe de l’observation suivante.
Soit ft(z) =
∑
w∈W awt
ν(w)zw un polynoˆme de Viro associe´ a` une application
ν restriction d’une application affine (y1, · · · , yn) 7→
∑n
i=1 λiyi + λ0. Si f
de´signe le polynoˆme obtenu en posant t = 1 dans ft, alors ft(z) = t
λ0f(z˜)
ou` z = (z1, · · · , zn) 7→ z˜ = (z˜1, · · · , z˜n) est le changement de coordonne´es
du tore (C∗)n de´fini par z˜i = t
λizi.
Exemple 2.2 (Suite de l’exemple 2.1). Si ν1 est la restriction de l’application
(y1, · · · , yn) 7→ y1 + 2y2 + · · · + nyn et ν2 est l’application nulle, alors les
home´omorphismes RX(F l1)→ RX(F l1) plus haut sont donne´s par les restric-
tions de l’application (Z0 : Z1 : Z2 : · · · : Zn) 7→ (Z0 : tZ1 : t2Z2 : · · · : tnZn)
et les home´omorphismes RX(Fn−l2 )→ RX(Fn−l2 ) sont donne´s par l’identite´.
3. Asymptotiques de nombres de Betti
3.1. Comportement asymptotique. Soit i un entier positif.
On note, respectivement,
Max bi(RX
n
m) et Max bi(RY
n
2k)
la valeur maximale des nombres de Betti bi(RX
n
m) prise sur l’ensemble des
hypersurfaces Xnm de degre´ m dans CP
n pour m et n fixe´s, et la valeur max-
imale des nombres de Betti bi(RY
n
2k) prise sur l’ensemble des plans double´s
Y n2k = {U2 − f¯2k(Z) = 0} ⊂ CPn+1(1, k) associe´s a` des polynoˆmes f2k de
degre´ 2k pour k et n fixe´s.
On s’inte´resse aux suites(
Max bi(RX
n
m)
)
m≥1
,
(
Max bi(RY
n
2k)
)
k≥1
,
et plus particulie`rement a` leurs comportements asymptotiques.
Ici et par la suite, l’expression
R(n,m)
de´signera une fonction “reste” de n et de m comprise entre deux fonctions
polynomiales de degre´ n en m (dont les coefficients ne de´pendent pas de m).
En particulier, on aura
R(n,m)/mn+1 → 0 pour m→ +∞.
L’ine´galite´ de Smith-Thom (voir l’introduction) implique imme´diatement
queMax bi(RX
n
m) ≤ b∗(Xnm) etMax bi(RY n2k) ≤ b∗(Y n2k). A` titre d’information,
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en utilisant [Da-Kho] (on pourra voir aussi [De-Kha] section 2.2), on ob-
tient les formules suivantes
b∗(X
n
m) =
(m−1)n+1+(−1)n
m + n+ (−1)n+1
b∗(Y
n
2k) =
(2k−1)n+1+(−1)n
2k + n+ 1.
Cela donne en particulier
Max bi(RX
n
m) ≤ mn +R(n− 1,m), Max bi(RY n2k) ≤ 2nkn +R(n− 1, k).
Proposition 3.1. Il existe des nombres re´els ζ i,n et δ i,n pour lesquels
on ait les e´quivalences asymptotiques suivantes
Max bi(RX
n
m) ∼ ζ i,n ·mn, Max bi(RY n2k) ∼ δ i,n · kn
pour m (resp. k) → +∞.
preuve. On commence par de´montrer l’existence de ζ i,n. La de´monstration
qui suit est une ge´ne´ralisation directe de celle donne´e dans [B1] de l’existence
de ζ i,3. L’ine´galite´ de Smith-Thom implique que la suite (Max bi(RX
n
m)/m
n)m≥1
est borne´e, et donc admet une limite supe´rieure L. On montre que cette suite
converge vers L de la manie`re suivante: pour un ǫ > 0 donne´, on construit
avec la me´thode de viro une famille d’hypersurfaces non singulie`res RXnm
telle que bi(RX
n
m)/m
n > L− ǫ pour tout degre´ m suffisamment grand.
Soit ǫ > 0. Par de´finition de L, il existe un hypersurface Xnm0 de suff-
isamment grand degre´ m0 telle que bi(RX
n
m0)/m0
n > L − ǫ/2. On peut
choisir Xnm0 de telle sorte que RX
n
m0 n’intersecte aucun des hyperplans de
coordonne´es {Zi = 0}, autrement dit que RXnm0 est contenu dans le tore
re´el (R∗)n (en particulier m0 doit eˆtre pair).
Rappelons que dans ce papier par polytope (ou simplexe ...) on entend
polytope convexe a` sommets entiers. De meˆme, par subdivision ou triangu-
lation d’un polytope, on entendra subdivision ou triangulation a` sommets
entiers. Rappelons e´galement que l’on note T nm le polytope de Newton d’un
polynoˆme affine ge´ne´rique de degre´ m en n variables.
Pour tout nombre entier p ≥ 1, on choisit une triangulation convexe de
T np dont tous les n-simplexes sont de volume euclidien 1/n! ou autrement
dit qui contient pn n-simplexes (une telle triangulation est dite primitive,
ou unimodulaire, on peut voir [I-V] pour des exemples). Chacun de ces
n-simplexes est l’image de T n1 par une transformation de AFFn(Z). Con-
side´rons maintenant la triangulation de T np(m0+n+1) obtenue en appliquant
l’homothe´tie de rapportm0+n+1 a` la pre´ce´dente triangulation. La triangu-
lation de T np(m0+n+1) que l’on obtient est bien sur convexe et est constitue´e
de pn n-simplexes de volume euclidien (m0 + n + 1)
n/n!. Chacun de ces
n-simplexes est l’image de T nm0+n+1 par une transformation de AFFn(Z).
Sachant que (1, · · · , 1) + T nm0 est contenu a` l’inte´rieur de T nm0+n+1, on peut
donc placer a` l’inte´rieur de chacun des n-simplexes de la triangulation de
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T np(m0+n+1) l’image de T
n
m0 par un e´le´ment de AFFn(Z). On raffine alors la
triangulation de T np(m0+n+1) en une triangulation convexe, que l’on note τ ,
contenant pn images disjointes de T nm0 par des e´le´ments de AFFn(Z).
Les pn images de T nm0 contenues dans τ e´tant disjointes, on peut trouver
un polynoˆme f de polytope de Newton T np(m0+n+1) ve´rifiant les conditions
suivantes.
• Si F est l’une des pn images de T nm0 mentionne´e plus haut, alors fF
est l’image d’un polynoˆme non de´ge´ne´re´ de´finissant l’hypersurface
Xnm0 par la transformation de AFFn(Z) correspondante.
• fF est non de´ge´ne´re´ pour tout F ∈ τ .
Soit ft un polynoˆme de Viro tel que ft = f pour t = 1 et de´fini par
une fonction ν de´terminant la subdivision τ . Le the´ore`me de Viro implique
alors que pour t > 0 suffisamment petit l’hypersurface RXnp(m0+n+1) est non
singulie`re et home´omorphe au collage, de´termine´ par τ , des hypersurfaces
{fF = 0} ∩ (R∗)n, F ∈ τ . Si F ∈ τ est l’une des pn images de T nm0
pre´ce´dentes, alors {fF = 0} ∩ (R∗)n est home´omorphe a` RXnm0 ∩ (R∗)n, et
donc a` RXnm0 puisque, par hypothe`se, RX
n
m0 n’intersecte pas les hyperplans
de coordonne´es de CPn. On obtient donc pn copies home´omorphes de RXnm0
qui sont disjointes dans RXnp(m0+n+1). Par conse´quent, bi(RXp(m0+n+1)) ≥
pnbi(RX
n
m0), et donc
(3.1)
bi(RXp(m0+n+1))
pn · (m0 + n+ 1)n ≥
bi(RX
n
m0)
m0n
− bi(RX
n
m0)
m0n
· [1− 1
(1 + (n+ 1)/m0)n
]
.
Sachant que
bi(RXnm0 )
m0n
≥ L− ǫ/2, et que la suite (Max bi(RXnm)/mn)m≥1 est
borne´e, l’ine´galite´ (3.1) implique que, quitte a` choisir une surface Xnm0 de
plus grand degre´ m0, on a
(3.2)
bi(RXp(m0+n+1))
pn · (m0 + n+ 1)n ≥
bi(RX
n
m0)
m0n
− ǫ/4.
Soit p0 ≥ 1 un nombre entier et soit {Xp(m0+n+1)n , p ≥ p0} une famille
forme´e d’hypersurfaces construites comme pre´ce´demment pour chaque p ≥
p0 et ve´rifiant (3.2). On comple`te cette famille en une famille F = {Xnm, m ≥
p0(m0 + n + 1)} de la manie`re suivante Pour tout nombre entier m tel que
p(m0 + n + 1) < m < (p + 1)(m0 + n + 1) avec p ≥ p0, on construit une
hypersurface Xnm en lissifiant l’union de Xp(m0+n+1) avec m− p(m0+n+1)
hyperplans n’intersectant pas les pn copies home´omorphes de RXnm0 qui sont
contenues dans RXnp(m0+n+1) (on peut prendre des hyperplans proches des
hyperplans de coordonne´es). On a alors bi(RX
n
m) ≥ pn · bi(RXnm0), et donc,
sachant que m < (p+ 1)(m0 + n+ 1)
(3.3)
bi(RX
n
m)
mn
≥ bi(RX
n
m0)
m0n
− bi(RX
n
m0)
m0n
· [1− 1
[(1 + (n+ 1)/m0)(1 + 1/p)]n
]
.
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Maintenant, les ine´galite´s (3.2), (3.3) et le fait que (Max bi(RX
n
m)/m
n)m≥1
soit borne´e impliquent que si p0 est suffisamment grand, alors toute hyper-
surface appartenant a` F ve´rifie
(3.4)
bi(RX
n
m)
mn
≥ bi(RX
n
m0)
m0n
− ǫ/2.
ce qui, avec
bi(RX
n
m0
)
m0n
≥ L− ǫ/2, implique que
bi(RX
n
m)
mn
≥ L− ǫ.
Cela termine la de´monstration de l’existence de ζ i,n.
L’existence de δ i,n peut se montrer exactement de la meˆme manie`re.
Soit L la limite supe´rieure de la suite Max bi(RY
n
2k)/k
n, et soit ǫ > 0. Il
existe un polynoˆme re´el f2k0 non de´ge´ne´re´ (de degre´ 2k0 en n variables) tel
que le plan double´ re´el associe´ Y n2k0 = {U2− f¯2k0(Z)} ⊂ CPn+1(1, k0) ve´rifie
bi(RY
n
2k0
)/k0
n ≥ L − ǫ/2. On peut de plus, quitte a` augmenter k0, choisir
ce polynoˆme de telle sorte que {f¯2k0 ≥ 0} n’intersecte pas les hyperplans de
coordonne´es de RPn. Pour ce faire, on peut utiliser la me´thode de Viro et
conside´rer une subdivision polye´drale convexe de T n2(k0+n+1) qui contienne
le simplexe (2, · · · , 2)+T n2k0 (ce dernier est situe´ a` l’inte´rieur de T n2(k0+n+1)),
ainsi qu’un polynoˆme f de polytope de Newton T n2(k0+n+1) ve´rifiant les con-
ditions suivantes:
• le tronque´ de f sur (2, · · · , 2) + T n2k0 est (z1 · · · zn)2f2k0(z),• si F est un polytope de la subdivision entie`rement contenu dans
une face de T n2(k0+n+1), alors {fF = 0} ∩ (R∗)
n = ∅,
• pour tout polytope F de la subdivision, le polynoˆme fF est non
de´ge´ne´re´.
Si f2(k0+n+1) de´signe un polynoˆme non de´ge´ne´re´ obtenu par la me´thode de
Viro a` partir de ces donne´es (obtenu pour t > 0 suffisamment petit, a` partir
d’un polynoˆme de Viro ft ve´rifiant ft = f pour t = 1 et associe´ a` une fonc-
tion ν certifiant la convexite´ de la subdivision pre´cd´ente), alors clairement
{f2(k0+n+1) ≥ 0} n’intersecte pas les hyperplans de coordonne´es de RPn, et
de plus, si k0 est suffisamment grand, le plan double´ associe´ Y
n
2(k0+n+1)
=
{U2−f¯2(k0+n+1)(Z)} ⊂ CPn+1(1, k0) ve´rifie bi(RY n2(k0+n+1))/(k0 + n+ 1)
n ≥
L− ǫ/2.
Etant donne´ un polynoˆme re´el f2k0 non de´ge´ne´re´ tel que le plan double´
re´el associe´ Y n2k0 = {U2 − f¯2k0(Z)} ⊂ CPn+1(1, k0) ve´rifie bi(RY n2k0)/k0n ≥
L− ǫ/2 et tel que {f¯2k0 ≥ 0} n’intersecte pas les hyperplans de coordonne´es
de RPn, on construit ensuite a` l’aide de la me´thode de Viro, pour tout entier
p ≥ 1, un polynoˆme f2p(k0+n+1) non de´ge´ne´re´ de degre´ 2p(k0 + n + 1) tel
que {f¯2p(k0+n+1) ≥ 0} contienne pn copies home´omorphes et disjointes de
{f¯2k0 ≥ 0}. On termine alors de la meˆme manie`re que dans la de´monstration
de l’existence de ζ i,n.
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3.2. Estimations des ζ i,n et δ i,n. Les valeurs exactes des ζ i,n et δ i,n
sont connues pour les premie`res dimensions (on a bien sur ζ i,n = 0 si i ≥ n
et δ i,n = 0 si i ≥ n+ 1):
δ 0,0 = 2, ζ 0,1 = δ 0,1 = δ 1,1 = 1, ζ 0,2 = ζ 1,2 =
1
2
.
La valeur 12 pour ζ 0,2 et ζ 1,2 est une conse´quence du fameux the´ore`me
d’Harnack disant que le nombre de composantes connexes de la partie re´elle
d’une courbe alge´brique re´elle non singulie`re de degre´m dans CP 2 est majore´
par (m−1)(m−2)2 + 1 et que cette borne est exacte pour tout degre´.
On connait de plus les estimations suivantes [I3]
27
16
≤ δ 0,2 ≤ 7
4
,
27
8
≤ δ 1,2 ≤ 7
2
,
ainsi que [B1]
13
36
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
,
13
18
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
Des bornes supe´rieures pour les ζ i,n et δ i,n sont obtenues de manie`re clas-
sique en utilisant les ine´galite´s de Smith-Thom et de Comessatti-Petrowsky-
Oleinik ge´ne´ralise´es.
Proposition 3.2. Soient cn et c
′
n les coefficients dominants des nombres
de Hodge centraux des Xnm et Y
n
2k:
h
n−1
2
,n−1
2 (Xnm) = cnm
n +R(n− 1,m), n impair,
h
n
2
,n
2 (Y n2k) = c
′
nk
n +R(n− 1, k), n pair.
(1) Si n est pair on a ζ i,n ≤ 12 , sinon on a ζ n−12 ,n ≤
1+cn
2 et ζ i,n ≤ 1+cn4
pour i 6= n−12 .
(2) Si n est impair on a δ i,n ≤ 2n−1, sinon on a δ n
2
,n ≤ 2
n+c′n
2 et
δ i,n ≤ 2
n+c′n
4 pour i 6= n2 .
Preuve. On applique a`M = Xnm etM = Y
n
2k l’ine´galite´ de Smith-Thom
b∗(RM) =
t∑
i=1
bi(RM) ≤ b∗(M),
ou` t = dim M , ainsi que, lorsque t est pair, les ine´galite´s de Comessatti-
Petrovsky-Oleinik ge´ne´ralise´es
2− h t2 , t2 (M) ≤ χ(RM) =
t∑
i=1
(−1)ibi(RM) ≤ h
t
2
, t
2 (M).
Le re´sultat de´coule alors de bt−i(RM) = bi(RM) ≥ 0, b∗(Xnm) = mn+R(n−
1,m) et de b∗(Y
n
2k) = 2
nkn +R(n− 1, k).
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Les bornes ci-dessus sont en ge´ne´ral les meilleures bornes supe´rieures
connues pour les ζ i,n et δ i,n. Pour eˆtre complet, les valeurs de cn et c
′
n sont
donne´es par les formules suivantes de´rive´es de [Da-Kho]:
cn =
(−1)n+12
n!
n+1
2∑
j=1
(−1)j
(
n+ 1
n+1
2 − j
)
jn,
c′n =
(−1)n2+1
n!


n
2
+1∑
j=1
(−1)j
(
n+ 2
n
2 + 1− j
)
aj,n + 2
n
n
2∑
j=1
(−1)j
(
n+ 1
n
2 − j
)
jn

 ,
ou` aj,n =
∑2j−1
t=1 t
n et
(
a
b
)
= a!b!(a−b)! est le coefficient binomial. En partic-
ulier, on obtient
c3 =
2
3
, c5 =
11
20
, c7 =
151
315
,
c′2 = 3, c
′
4 =
115
12
, c′6 =
5887
180
.
On se propose maintenant d’utiliser notre construction d’hypersurfaces
double´es re´elles afin d’obtenir des bornes infe´rieures pour les ζ i,n et δ i,n.
Proposition 3.3. Soit X une hypersurface double´e re´elle non singulie`re
de degre´ 2k dans CPn dont la partie re´elle est home´omorphe au collage des
RX lk(⋆)× RY n−l2k (⋆), l = 1, · · · , n,
comme dans la proposition 2.2. Pour tout entier positif i, on a
bi(RX) =

 n∑
l=1
i∑
p=0
bp(RX
l
k) · bi−p(RY n−l2k )

 +R(n − 1, k).
Preuve. L’ine´galite´ de Smith-Thom implique que, pour tout entier
positif i, l’on a bi(RX
l
k(⋆)) = bi(RX
l
k) + R(l − 1, k) et bi(RY n−l2k (⋆)) =
bi(RY
n−l
2k ) + R(n − l, k). En utilisant la formule de Kunneth, on obtient
ensuite que bi(RX
l
k(⋆)×RY n−l2k (⋆)) =
∑i
p=0 bp(RX
l
k) · bi−p(RY n−l2k )+R(n−
1, k). Le collage de la proposition se faisant le long d’un nombre fini (pour
n fixe´) de varie´te´s de meˆme type mais de dimension strictement infe´rieures
a` n − 1, l’ine´galite´ de Smith-Thom implique que la contribution du collage
a` bi(RX) est une fonction R(n− 1, k).
Proposition 3.4. Supposons donne´s pour l = 1, · · · , n un polynoˆme f lk
non de´ge´ne´re´ de polytope de Newton T lk et un polynoˆme f
n−l
2k non de´ge´ne´re´ de
polytope de Newton T n−l2k . Il existe une hypersurface re´elle X non singulie`re
de degre´ 2(k + n+ 1) dans CPn telle que, pour tout entier positif i, l’on ait
bi(RX) ≥

 n∑
l=1
i∑
p=0
bp(RX
l
k) · bi−p(RY n−l2k )

 +R(n − 1, k),
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ou` X lk est l’hypersurface de´finie par f
l
k dans CP
l et Y n−l2k est le plan double´
associe´ a` fn−l2k dans CP
n−l+1(1, k).
Preuve. On pose K = k + n + 1 et on reprend la construction, et
donc les notations, de la section 2 afin d’obtenir une hypersurface double´e
de degre´ 2K dans CPn (le k de la section 2 correspond donc au K ici).
Pour tout entier l compris entre 1 et n, on conside`re l’image du polynoˆme
glk de´fini par g
l
k(z1, · · · , zl) = z1 · · · zlf lk(z1, · · · , zl) par une transformation
affine envoyant T lK sur la face F
l
1 de T
l
K . On obtient ainsi une collection de
polynoˆmes g˜lk, l = 1, · · · , n, ve´rifiant:
• g˜lk et f lk de´finissent la meˆme hypersurface X lk ∩ (R∗)l dans (R∗)l,
• le polytope de Newton Glk de g˜lk est contenu a` l’inte´rieur de F l1.
Il existe alors une subdivision polye´drale convexe de T nK contenant les G
l
k
pour l = 1, · · · , n ainsi qu’un polynoˆme, de polytope de newton T nK , dont le
tronque´ sur chacun des Glk coincide avec le polynoˆme g˜
l
k et dont le tronque´
sur tout polytope de la subdivision est un polynoˆme non de´ge´ne´re´. En
utilisant la me´thode de Viro a` partir de ces donne´es, on obtient un polynoˆme
fnK non de´ge´ne´re´ de polytope de Newton T
n
K . L’hypersurface X
n
K de´finie par
ce polynoˆme ve´rifiera alors, pour tout entier positif i et tout entier l compris
entre 1 et n
(3.5) bi(RX
n
K ∩X(F l1)) ≥ bi(RX lk) +R(l − 1, k),
puisque, pour tout entier l compris entre 1 et n, RXnK ∩X(F l1) contient une
copie home´omorphe de X lk ∩ (R∗)l.
En proce´dant de la meˆme manie`re a` partir des polynoˆmes fn−l2k , on ob-
tient un polynoˆme fn2K de polytope de Newton T
n
2K avec la proprie´te´ suiv-
ante. Si fn−l2K de´signe le tronque´ de f
n
2K sur F
n−l
2 , alors, pour tout entier
l compris entre 1 et n, l’ensemble {f¯n−l2K ≥ 0} ⊂ RX(Fn−l2 ) contient une
copie home´omorphe de {f¯n−l2k ≥ 0} ⊂ RPn−l. Par suite, si Y n−l2K de´signe le
plan double´ associe´ a` fn−l2K , alors, pour tout entier positif i et tout entier l
compris entre 1 et n, on a
(3.6) bi(RY
n−l
2K ) ≥ bi(RY n−l2k ) +R(n− l, k).
Il reste a` appliquer la proposition 3.3 a` l’hypersurface double´e X de
polytope de Newton T n2K construite a` partir de f
n
K et de f
n
2K comme dans
la section 2. Le re´sultat final de´coule ensuite des ine´galite´s 3.5 et 3.6.
On peut maintenant e´noncer les re´sultats principaux de cette section.
The´ore`me 3.1.
ζ 0,n ≥
1
2n − 2
n−1∑
l=1
ζ 0,l · δ 0,n−l.
22 F. BIHAN
Preuve. La proposition 3.4 (pour i = 0) permet de montrer que
Max b0(RX
n
2(k+n+1)) ≥
n∑
l=1
(
Max b0(RX
l
k)
)
·
(
Max b0(RY
n−l
2k )
)
+R(n−1, k).
En divisant chacun des membres de cette ine´galite´ par (2k)n et en faisant
tendre k vers +∞, on obtient
ζ 0,n ≥
1
2n
n∑
l=1
ζ 0,l · δ 0,n−l.
Il reste a` remarquer que le terme donne´ par l = n dans la somme vaut
δ 0,0 · ζ 0,n = 2 · ζ 0,n.
Soit f¯ un polynoˆme re´el homoge`ne de degre´ pair en n variables de´finissant
une hypersurface re´elle X non singulie`re dans CPn. Une composante con-
nexe de RX est dite positive (resp. ne´gative) si elle borde par l’exte´rieur
une composante connexe de {f¯ ≥ 0} ⊂ RPn (resp. {f¯ ≤ 0} ⊂ RPn). Si l’on
suppose que f¯ est ne´gatif a` l’exte´rieur de toute composante connexe de RX,
alors le nombre de composantes connexes positives (resp. ne´gatives) de RX
coincide alors avec le nombre de composantes connexes (resp. le nombre de
composantes connexes moins 1) de la partie re´elle du plan double´ associe´ a`
f (resp. −f).
The´ore`me 3.2.
δ 0,n ≥
n−1∑
l=1
ζ 0,l · δ 0,n−l + ζ 0,n.
Preuve. On revient a` la construction de l’hypersurface double´e X de
la section 2 (Proposition 2.2). On remarque que les composantes connexes
de RX sont de deux types, celles qui proviennent de composantes de RXk,+
de bords non vides, et celles, venant par paires (une composante englobe
l’autre), provenant des composantes connexes de RXk contenues dans {f¯2,t >
0}. On remarque que les composantes connexes du premier type sont toutes
de meˆme signe, tandis que dans chaque paire de composantes connexes du
deuxie`me type, une composante est positive et l’autre est ne´gative. On
obtient alors de la meˆme manie`re que pour la proposition 3.3
(3.7) b0(RY
n
2k) =
(
n−1∑
l=1
b0(RX
l
k) · b0(RY n−l2k )
)
+ b0(RX
n
k ) +R(n− 1, k),
si Y n2k est l’un des plans double´s au dessus de X i.e. Y = {U2 ± f¯2k =
0} ⊂ CPn+1(1, k) si X = {f¯2k = 0}. Ensuite, comme dans la preuve de la
proposition 3.4, on montre que dans l’e´galite´ 3.7, quitte a` remplacer RY n2k
par RY n2(k+c) avec c ne de´pendant pas de k, on peut supposer que les X
l
k
et Y n−l2k sont arbitraires. Finalement, en prenant les maxima de chacun des
nombres de betti de cette ine´galite´, en divisant par kn, puis en faisant tendre
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k vers +∞ (voir la preuve du the´ore`me 3.1), on obtient le re´sultat souhaite´.
On se concentre maintenant sur les surfaces alge´briques re´elles dans CP 3.
The´ore`me 3.3.
δ 0,2
6
+
1
12
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
,
δ 1,2
6
+
1
6
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
Preuve. Les bornes supe´rieures sont celles de la proposition 3.2. L’ine´galite´
ζ 0,3 ≥ δ 0,26 + 112 s’obtient a` partir du the´ore`me 3.1 en utilisant les valeurs
connues ζ 0,1 = δ 0,1 = 1 et ζ 0,2 = 1/2. Montrons maintenant l’ine´galite´
ζ 1,3 ≥ δ 1,26 + 16 . Pour n = 3 et i = 0, l’ine´galite´ de la proposition 3.4 donne
(apre`s simplifications, certains nombres de Betti sont nuls pour des raisons
de dimension, d’autres sont e´gaux deux a` deux par dualite´):
b1(RX) ≥ b0(RX1k) · b1(RY 22k) + 2b0(RX2k) · b1(RY 12k) +
b1(RX
3
k) · b0(RY 02k) + R(2, k)
.
En prenant les maxima de chacun des nombres de Betti de cette dernie`re
ine´galite´, en divisiant les deux membres par (2k)3, puis en faisant tendre k
vers +∞, on obtient ζ 1,3 ≥ 18(ζ 0,1 ·δ 1,2+2ζ 0,2 ·δ 1,1+ζ 1,3 ·δ 0,0). En utilisant
les valeurs connues des termes du membre de droite, on obtient le re´sultat.
Corollaire 3.1.
35
96
≤ ζ 0,3 ≤
5
12
,
35
48
≤ ζ 1,3 ≤
5
6
.
Preuve. C’est une conse´quence du the´ore`me pre´ce´dent ainsi que des
ine´galite´s δ 0,2 ≥ 27/16 , δ 1,2 ≥ 278 qui sont prouve´es dans [I3].
Remarque 3.1. Les ine´galite´s 1336 ≤ ζ 0,3 et 1318 ≤ ζ 1,3 de [B1] sont
obtenues de manie`re similaire a` partir des ine´galite´s δ 0,2 ≥ 53 et δ 1,2 ≥ 103
obtenues dans [H]. En fait, on peut extraire de [B1] (voir [B1], remarque
2, section 5) les ine´galite´s ζ 0,3 ≥ Tδ 0,26 + 112 et ζ 1,3 ≥ Tδ 1,26 + 16 ou` Tδ 0,2 et
Tδ 1,2 sont de´finis comme δ 0,2 et δ 1,2 mais en se restreignant aux T -courbes
(voir la sous-section 3.3 pour une de´finition pre´cise).
On pre´sente maintenant un tableau recensant les bornes infe´rieures pour
les ζ 0,n et δ 0,n, n ≤ 7, obtenues re´cursivement grace au the´ore`me 3.2 a` partir
des estimations connues pour n ≤ 2. Les bornes supe´rieures sont celles de
la proposition 3.2 sauf pour les δ 0,n avec n impair pour lesquels on a utilise´
l’ine´galite´ δ 0,n ≤ 2nζ 0,n (voir la remarque 3.2 plus bas) allie´e avec la borne
supe´rieure pour ζ 0,n de la proposition 3.2.
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n ζ 0,n δ 0,n
inf sup inf sup
1 1 1 1 1
2 12
1
2
27
16
7
4
3 3596
5
12
245
96
10
3
4 3611344 ∼ 0, 27 12 1805448 ∼ 4, 03 30748 ∼ 6, 4
5 22181107520 ∼ 0, 2 3180 687611107520 ∼ 6, 4 625
6 16127539999360 ∼ 0, 16 12 1612753158720 ∼ 10, 16 17407720 ∼ 24, 17
7 8544736496719569920 ∼ 0, 127 233630 ∼ 0, 37 1085181534236719569920 ∼ 16, 15 14912315 ∼ 47, 34
Tableau 1.
Remarque 3.2. On a
2n−1ζ 0,n ≤ δ 0,n ≤ 2nζ 0,n
car une composante connexe d’une hypersurface projective RXn2k = {f¯2k =
0} ⊂ RPn est soit positive soit ne´gative, ce qui implique que 12b0(RXn2k) ≤
b0(RY
n
2k) ≤ b0(RXn2k) pour l’un ou l’autre des plans double´s Y n2k = {U2 ±
f¯2k(Z) = 0}.
On peut trouver une borne moins bonne que celle du the´ore`me 3.2, mais
beaucoup plus facilement calculable.
Proposition 3.5.
ζ 0,n ≥
1
2n−1
.
Preuve. On obtient le re´sultat par re´currence a` partir des ine´galite´s
ζ 0,n ≥ 12n−2
∑n−1
l=1 ζ 0,l · δ 0,n−l et δ 0,n ≥ 2n−1ζ 0,n du the´ore`me 3.2 et de la
remarque 3.2.
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3.3. Cas des T-hypersurfaces. Un T -polynoˆme est un polynoˆme de
Viro ft pour lequel la subdivision polye´drale (de son polytope de Newton)
associe´e est une triangulation dont l’ensemble des sommets correspond ex-
actement a` l’ensemble des monoˆmes de ft. Une T -hypersurface est une
hypersurface de´finie, pour t > 0 suffisamment petit, par un T -polynoˆme.
Notons que ge´ne´riquement un polynoˆme de Viro est un T -polynoˆme. Le
type topologique de la partie re´elle d’une T -hypersurface de´finie par un T -
polynoˆme ft ne de´pend que des signes (et donc pas de la valeur absolue) des
coefficients de ft et de la triangulation associe´e. La proce´dure permettant
d’obtenir le type topologique de la partie re´elle d’une T -hypersurface a` partir
de la triangulation associe´e et de la distribution de signes aux sommets de
cette triangulation est appele´e patchwork combinatoire ou T -construction
(pour une description pre´cise du patchwork combinatoire, voir, par exem-
ple, [I-S, I-V]). La famille des T -hypersurfaces de degre´ et dimension
donne´s est assez rigide, (on peut noter, par exemple, que si f est un T -
polynoˆme affine en n variables et a est un changement de coordonne´es affines
, alors en ge´ne´ral, le polynoˆme f ◦ a n’est pas un T -polynoˆme) et l’on doit
s’attendre a` ce qu’elle soit strictement contenue dans la famille correspon-
dante d’hypersurfaces alge´briques re´elles. Itenberg [I1] a montre´ l’existence
de courbes alge´briques re´elles planes qui ne sont pas des T -courbes. Plus
re´cemment, Itenberg et Shustin [I-S] ont montre´ l’existence d’hypersurfaces
alge´briques re´elles dans CPn qui ne sont pas des T -hypersurfaces pour tout
n ≥ 7 et tout m suffisamment grand. Le but ici est d’obtenir le re´sultat
similaire pour des dimensions infe´rieures.
On commence par remarquer que la proposition 3.1 a son e´quivalent
direct pour les T -hypersurfaces.
Soit i un entier positif. On note, respectivement,
TMax bi(RX
n
m) et TMax bi(RY
n
2k)
la valeur maximale des nombres de Betti bi(RX
n
m) prise sur l’ensemble des T -
hypersurfaces Xnm de degre´ m dans CP
n pour m et n fixe´s, et la valeur max-
imale des nombres de Betti bi(RY
n
2k) prise sur l’ensemble des plans double´s
Y n2k = {U2− f¯2k(Z) = 0} ⊂ CPn+1(1, k) associe´s a` des des T -polynoˆmes f2k
pour k et n fixe´s.
Proposition 3.6. Il existe des nombres re´els Tζ i,n et Tδ i,n pour lesquels
on ait les e´quivalences asymptotiques suivantes
TMax bi(RX
n
m) ∼ Tζ i,n ·mn, TMax bi(RY n2k) ∼ Tδ i,n · kn
pour m (resp. k) → +∞.
preuve. On montre exactement comme dans la preuve de la proposition
3.1 que la suite TMax bi(RX
n
m)/m
n converge vers sa limite supe´rieure L.
On se contente d’indiquer ici les modifications a` apporter de manie`re a` ce
que les hypersurfaces construites dans la preuve de la proposition 3.1 soient
des T -hypersurfaces ve´rifiant les meˆmes proprie´te´s.
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Soit Xnm0 une T -hypersurface telle que bi(RX
n
m0)/m0
n > L − ǫ/2. On
note τ la triangulation convexe de T nm0 et Dτ la distribution de signes aux
sommets de τ qui sont associe´es a` Xnm0 .
Par la suite, l’image de τ par une transformation affine ∆ ∈ AFFn(Z)
sera la triangulation convexe ∆(τ) de ∆(T nm0) constitue´e des ∆(γ) pour
γ ∈ τ et l’image de Dτ par ∆ sera la distribution de signes ∆(Dτ ) aux
sommets de ∆(τ) attribuant a` ∆(w) le signe attribue´ par Dτ a` w.
On peut supposer, quitte a` augmenter m0, que la T -hypersurface X
n
m0
n’intersecte pas les hyperplans de coordonne´es de RPn. En effet, soit ∆ ∈
AFFn(Z) la translation par (1, · · · , 1) et soit c = 1 ou 2 tel que m0 + n+ c
est pair. On e´tend ∆(τ) en une triangulation convexe τ˜ de T nm0+n+c de telle
sorte que chacun des sommets de τ˜ situe´ sur le bord de T nm0+n+c appartienne
a` (2Z)n, puis on e´tend ∆(Dτ ) en une distribution de signes Dτ˜ de telle
sorte que Dτ˜ attribue le meˆme signe a` tous les sommets situe´ sur le bord
de T nm0+n+c. Clairement, si X
n
m0+n+c est une T -hypersurface associe´e a` τ˜
et D(τ˜), alors Xnm0+n+c n’intersecte pas les hyperplans de coordonne´es de
RPn et ve´rifie bi(RX
n
m0+n+c)/m0
n > L− ǫ/2 pour m0 suffisamment grand.
Pour construire les hypersurfacesXnp(m0+n+1) comme des T -hypersurfaces,
on utilise une triangulation convexe de T np(m0+n+1) ainsi qu’une distribution
de signes qui e´tendent les pn images correspondantes de τ et de D(τ).
Finalement, pour comple´ter la famille de T -hypersurfaces Xnp(m0+n+1),
p ≥ p0, en une famille de T -hypersurfaces F = {Xnm, m ≥ p0(m0 + n+ 1)},
on conside`re, pour tout entier m tel que p(m0 + n+1) < m < (p+1)(m0 +
n+ 1) avec p ≥ p0, une triangulation convexe de T nm et une distribution de
signes a` ses sommets qui e´tendent la triangulation convexe de T np(m0+n+1) et
distribution de signes correspondante.
La preuve de l’existence de Tδ i,n s’obtient a` partir de la preuve de
l’existence de δ i,n par les modifications similaires.
On a bien sur Tζ i,n ≤ hi,n et Tδ i,n ≤ di,n. Pour les petites dimensions,
on a en fait des e´galite´s:
δ 0,0 = Tδ 0,0 = 2, ζ 0,1 = δ 0,1 = δ 1,1 = Tζ 0,1 = Tδ 0,1 = Tδ 1,1 = 1,
ζ 0,2 = ζ 1,2 = Tζ 0,2 = Tζ 1,2 =
1
2
(voir, par exemple, [I1]).
On connait de plus les estimations suivantes [I3]
Tδ 0,2 ≥ 27
16
, T δ 1,2 ≥ 27
8
ainsi que
1
4
≤ Tζ 0,3 ≤
16
39
,
97
144
≤ Tζ 1,3 ≤
7
9
.
Les bornes infe´rieures pour Tζ 0,3 et Tζ 1,3 proviennent de [B3] et [I2], re-
spectivement, les bornes supe´rieures proviennent d’un article re´cent [I-S]
d’Itenberg et Shustin, duquel est extrait la proposition suivante.
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Proposition 3.7 ([I-S]). Pour tout n ≥ 4, on a
Tζ 0,n ≤
2n−1
n!
.
Comme conse´quence de cette proposition et de notre construction, on
obtient le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.4. Pour tout n ≥ 5, on a
Tζ 0,n < ζ 0,n.
En particulier, pour tout n ≥ 5 et tout degre´ m suffisamment grand, il existe
des hypersurfaces alge´briques re´elles Xnm de degre´ m dans CP
n qui ne sont
pas des T -hypersurfaces.
Preuve. On obtient n ≥ 5 ⇒ ζ 0,n > 2
n−1
n! grace au lemme 3.5 pour
n ≥ 7 et du tableau 1. pour n = 5 et 6. Il reste a` appliquer la proposition
3.7.
Remarques conclusives.
1. Une varie´te´ alge´brique re´elle lisse X est appele´e M-varie´te´ si elle rend
exacte l’ine´galite´ de Smith-Thom i.e. si b∗(RX) = b∗(X). Il existe des M-
hypersurfaces Xnm pour tout m et n [I-V]. Une famille d’hypersurfaces X
n
m
est dite asymptotiquement maximale si b∗(RX
n
m) = b∗(X
n
m)+R(n− 1,m) =
mn +R(n − 1,m). On remarque que la famille des hypersurfaces double´es
construites dans la section 2 est asymptotiquement maximale si c’est la cas
pour chacune des familles d’hypersurfaces X lk et X
n−l
2k .
2. On peut montrer des re´sultats du meˆme type que la proposition 3.1
pour d’autres invariants topologiques que les nombres de Betti individu-
els. Par exemple, en reprenant la preuve de la proposition 3.1, on montre
aise´ment l’existence d’un re´el χn tel que Max χ(RX
n
m) ∼ χn ·mn.
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